FORMULAIRE D’ANALYSE VECTORIELLE

I. Coordonnées usuelles.

1. Coordonnécs cartésienncs.

Vecteur position : OM = ¢, + yii, + 21, = (z,9,2)

Déplacement ¢lémentaire : dM = dzii, + dyt, + dzii, = (dz,dy,dz)
2. Coordonnéces cylindriques ct sphériques.

Coordonnées cylindriques r,6,z Coordonnées sphériques r, 8,¢
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Vecteur wOmEos
OM = rii_ + 2, = (r,0,2); OM = ri, = (r,0,0); A,

i, T,

Déplacement élémentaire

dM = dri, + rd0u, + rsin Q&@ms
=( dr, rd0, rsin0dg I

i,y i, i,y i,

dM = drii_ + rdfi, + dzi,
( dr, rd0, dz )

3. Surfaces élémentaires.

Surunplan  —cartésiennes : dS = dzdy — polaires: dS = rdr d0

Sur un cylindre a base circulaire de rayon & — cylindriques : dS = It d0 dz

—s sphériques : dS = R?sin0 d0 d¢
— sphériques : dS = dr rsin© d¢

Sur une sphére de rayon R
Surun cone d’axe Oz de demi-angle ©

4. Volumes ¢élémentaires.

Coordonnées cartésienncs : dr = dz dy dz
Coordonnées cylindriques : dr = dr rdf dz

Coordonnées sphériques : dr = r%sin 0 dr df d¢

I1. Formules & connaitre. (f cstun champ scalaire, £ un champ vecloricl)

8 O_a..:_.o.:. gradient.
or
. Oz
. i p af
En coordonndes cartésicnnes : grad f = Vf = .&
9f
0z

df = gradf - dM..

2. Opérateur divergence.

Tin coordonnées cartésienncs : div [ = VeFf = ms,.ﬂ -ﬁ. @% + @M

3. Opérateur rotationnel. L

. (0B, OE,
. dy az
siomnes - 1015 = v 1 5 = | 22 O
En coordonnées cartésiennes : rot &4 = =172, oa
%.mw.u @ﬁ.u‘
oz dy
4. Opérateur laplacien.
- L —\2 2 2 2
Scalaire : Af = A.ﬂv f= mlgﬁ.rﬁ 9
9z 9y - 0z
AL,
Vecloriel : A F = Dme
AF

5. Composition d’opérateurs.

div (rot £) = 0 rot. (grad f) = div (grad f) = Af

- 6. Formules intégrales.

Théoréme de Green-Ostrogradski (ou de la divergence). Pour tout volume V

b‘% &<@a<nv@ﬂmalm.
v S

¢ Théoréme de Stokes. Pour toute surface £ s’appuyant sur un contour fermé T, lc
flux du rotationnel d’un champ vectoricl a :,Eo_‘m M st égal a sa circulation

surT: % % Pt m odX = m.%

entouré par une surface fermée S :

o Propriété de base du gradient : grad fedM = iwv fF(A)

>c
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II1. Formules i savoir utiliser.
(Normalement données en annexe des énoncés)

1. Coordonnées cylindriques.

or 18, _or,
or r 80 0z
grad f = Lo rot B = OF, - 95,
ﬁm«w% 8z  Or
10 1 8L,
oz Tor )=
r or r 80 Oz ror\ 8r) 90  82°
2. Coordonnées sphériques.
of . L Tﬁm 531@
or rsinf 90" ¢ o¢
— 1 8f = 1 8E 18
ad f=| == tE = r 2 (rE
ged f r 00 YT Teing 9g 7 a7 ()
1 9f : 10, -y_LOE
r sinf@ O¢ ﬂy? tlﬂ o6
= 139 1 8 1 OFE
div E = — —(r’E, —(E,sin®) + —
v r? 9,?. ﬂv+ﬂm5m mbﬁ sin?) rsinf O¢
1 i Mmg 1 mmmmimj 1 9%
Af==2|2% = 2l ———_ =2
/ r? or re +ﬁmmzm a0\ r a0 +ﬁum§wmm&u

ou bien (autre écriture plus simple d’emploi, en particulier pour le premier terme)

10? 1 mﬁ . QJ 1 0%
Af = ——— _ 00— |4+ ———
/ r or’ (1) + r?sin@ 00 ) T sin® 6 O¢*

3. Opérateurs appliqués a un produit.

_— —

grad fg = f grad g + g grad f
divAnD = Bo{roiA) = A(iB)  1oi(/B) = froi B+ (grad £) AT

div .xm = fdiv E+ m.mgn_ f

4. Composition d’opérateurs.

coi (01 5) = gead (aiv E) - 2 5

IV Pour le fun.

A [ estun champ scalaire, A un champ vectoriel)

1. Laplacien vectoriel en coordonnées cylindriques.

A 204

A4 — L ———=+=

Tt 90

— = . 4, 2 0A

AA= D\_alﬁlm._.ﬁw 50
AA

2. Laplacien vectoriel en coordonnées sphériques.

2 0

D\rlwm.llllﬁ\rmm:bul. 204

%

r?  r?ging 00
Ay
—— l—l — e

Ad=| a4 -
O r2gin29  r? 90

r?sind a
2 cost m\r

r?sin? 6 Mwn

A 84 2cosl pA
Ady — 2 ﬁm + : . . -
r?sin®0 r?sin0 O¢  r?sin’0 O

3. Formules intégrales complémentaires.

Pour tout volume V entouré par une surface fermée S

e Théoré¢me du gradient : .\. .\A .\. grad f dV = .w@, f m:m.
v s

e Théoréme du rotationnel : .\%\. wﬂﬂm M dV = &|m. A M
v s

Remarque : ce sont des conséquences directes du théoréme de Green-Ostrogradski. On

peut les démontrer en remplagant dans le théoréme d’Ostrogradski £ par f& ou par

AN ol @ estun champ vectoriel uniforme.
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